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I. INTRODUCTION 
Soient M un sous-espace ferme d’un espace de Banach reel V, et f 
une forme lineaire continue sur M; on note 7~~ l’ensemble non vide 
des formes lineaires sur V dont la restriction a M coincide avec f. Une 
selection T associee a l’application multivoque 7~ est une application 
du dual de M dans le dual de V verifiant T(f) E rrl . 
Le but de ce travail est d’etudier les couples (M, V) pour lesquels 
il existe une selection lineaire continue T associee a 7~. S’il existe une 
selection lineaire de norme inferieure a X, nous dirons que le couple 
est X-admissible; le couple (M, V) est admissible si h = 1. 11 est clair 
que le couple (M, V) est h-admissible si, et seulement si, le polaire 
MO de M est noyau d’une projection de norme inferieure a h. Apres 
avoir introduit quelques notations, nous montrons que l’existence 
d’une selection lineaire continue est Cquivalente a l’existence d’une 
selection uniformement continue associee a T, ainsi qu’a l’existence 
d’une selection uniformement continue du dual lipchitzien de M 
dans le dual lipchitzien de V. Ceci permet de montrer que le couple 
(M, V) est X-admissible d&s qu’il existe une projection uniformement 
continue (non necessairement lineaire) de V sur M. 
Dans la troisieme partie, il est Ctablit que le couple (M, V) est 
X-admissible si, et seulement si, tout operateur defini continu sur M 
et a valeurs dans un espace de dimension fini Y admet un prolonge- 
ment F de V dans Y verifiant j/ T 11 < h jl T 11 . Ce resultat constitue 
une “localisation” des resultats de Lindenstrauss sur la caracterisation 
des espaces de Banach dont le bidual est un PA-espace. Ceci permet 
aussi de montrer qu’un espace de Banach est isomorphe a un espace 
de Hilbert reel si, et seulement si, tout sous-espace faiblement ferme 
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de son dual est facteur direct; la projection consideree n’etant pas 
faiblement continue a priori. 
AprCs la realisation de ce travail nous avons appris que H. Lacey a 
obtenu un resultat analogue au corollaire 3.3 dans [19]. Nous le 
remercions vivement pour nous avoir indique une erreur dans la 
premiere version de ce travail. Une partie des resultats de cet article 
ont CtC annonces dans [21]. 
II. CARACT~RISATIONS DES COUPLES ~ADMISSIBLES 
Soit V un espace de Banach reel, on note V’ l’espace dual de V muni 
de la norme duale; sauf mention du contraire l’espace V’ sera muni 
de la topologie associee a cette norme. Dans la suite nous confondrons 
un espace V avec son image canonique dans son bidual V”. Si M est 
un sous-espace de V, on note MO le polaire de M dans l’espace V’; on 
sait que l’espace M” est canoniquement isometrique a l’espace 
Moo C V”, et cette isometric permet d’identifier MC Moo a son image 
canonique dans M”. Si V est un espace de Banach, nous noterons B(V) 
la boule unite de V, et BV(x, r) la boule fermee de V de centre x et de 
rayon r; si aucune confusion n’est a craindre nous noterons cette 
boule B(x, r). Si V est un espace de Banach, V* designera le dual 
lipchitzien de V; 8 savoir l’espace des fonctions lipchitziennes definies 
sur V a valeurs reelles et nulles en zero. L’espace V# sera muni de la 
norme suivante: 
I W) - F(Y)1 
IIFII = sup /TX --y ,/ i ; x f y, x, Y E v, 
Ainsi l’espace V’ peut Ctre consider& comme un sous-espace de 
Banach de Vf-. Si M est un sous-espace de V on notera M,O le polaire 
de M dans V#. On peut munir l’espace V# de la topologie de la 
convergence simple sur V. Cette topologie n’est pas une topologie 
faible sur V#, puisque les elements de V# n’operent pas lineairement 
sur V. Cependant, muni de cette topologie la boule B( V#) est com- 
pacte, comme le montre une verification immediate. Dans la suite, 
nous preciserons a chaque fois la topologie consideree sur l’espace V#. 
Un espace de Banach V est un L-espace s’il existe une mesure p 
definie sur un espace localement compact a tel que V soit isometrique 
a l’espace L+). Un espace de Banach est un pre’dual de L-espace si 
l’espace V’ est lui-m&me un L-espace. Ces espaces ont CtC particuliere- 
ment CtudiCs dans [I I]. 
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Soient E un espace metrique et d(x, A) la distance de x a une partie 
A de E; une application P de E sur A est dite une projection metrique 
si d(x, A) = d(x, P(x)), p our tout point x de E. La compacite faible 
des boules fermees dans un espace de Banach dual permet de montrer 
l’existence d’une telle projection sur toute partie faiblement fermee. 
Rappelons le resultat suivant qui sera utilise dans la suite, [voir [12] 
pour les refrerences]. 
LEMME 2.1. Une fonction nume’rique lipchitxienne d+nie SW une 
partie d’un espace me’trique E admet une extension lipchitzienne de m&me 
norme dkjnie SW tout E. 
LEMME 2.2. Soient V un espace de Banach et M un sous-espace de 
V; pour toute fonction F de V# nous avons 11 FM 11 = d(F, M,O). Si f est 
une forme line’aire de V’, nous avons 11 fM 11 = d( f, MO). 
De’monstration. Soit G dans M#O, nous avons 
IIjT-Gjl ~sup~~(F-G~(x)-(F-G)(~)~ ;x+y x yEv 
t II x -Y II , , 
Ce qui prouve l’inegalite d(F, M,+O) > II FM /I . Inversement soit G une 
fonction lipchitzienne sur V qui prolonge la fonction FM et verifie 
IIGII = IIFMII,~ f t a one ion lipchitzienne F - G est Cvidemment dans 
MSo, et nous avons ]I F - (F - G)l] = I] FM II . Ceci prouve lkegalite 
inverse et acheve la demonstration. La deuxieme partie se demontre 
par la mCme methode. 
DI~FINITION 2.3. Soient V un espace de Banach et M un sous- 
espace ferme de V; le couple (M, V) est appele h-admissible (resp. 
admissible) s’il existe un operateur lineaire T de norme inferieure 
A h (resp. de norme 1) de M’ dans I” tel que pour tout f de M’ la 
forme lineaire T(f) soit un prolongement de f. 
Remarques. (a) Le couple (M, V) est X-admissible si, et seule- 
ment si, le sous-espace MO de V’ est le noyau d’une projection de 
norme A. 
(b) 11 resulte des theoremes de Michael [ 161 que pour tout 
E > 0, il existe une selection continue T, de M’ dans v’ verifiant 
11 TE( f )I1 < (1 + l )I] f ]I et T,(hf) = hT( f). Cette application n’est 
pas lineaire en general. 
(c) Si le couple (M, V) est (A + E)-admissible pour tout E > 0, 
un raisonnement de compacite montre que le couple (M, V) est 
A-admissible. 
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EXEMPLES. Si M est un espace de Banach, le couple (M, M”) est 
admissible; de meme si M est facteur direct dans V le couple (M, V) 
est h-admissible pour un X < co. 
Si M est un ideal ferme de l’espace C(X) des fonctions definies 
continues sur un compact X, le couple (M, C(X)) est admissible. 
Plus generalement, c’est le cas si M est un ideal d’ordre positivement 
engendre dans un espace simplicial V ou un M-ideal dans un espace 
de Banach quelconque (voir [l, 51). Dans ce cas il existe une unique 
selection T qui verifie 11 T(f)11 = I/ f\i , pour f~ M’; T est lineaire. 
THBORBME 2.4. Soient V un espace de Banach et M un sous-espace 
fermi’ de V; les assertions suivantes sont equivalentes: 
(a) le couple (M, V) est h-admissible; 
(b) I1 existe une projection lineaire P de V’ SW MO qui vkifie pour 
tout f de V’ l’inegalitt 11 f - P( f )I1 < Xd(f, MO); 
(c) I1 existe une selection line’aire continue de M# dans V# de 
norme infkrieure a A. 
(d) I1 existe une projection line’aire P de V# sur MS0 qui verifie 
pour tout F de V l’inegalite’ suivante 11 F - P(F)/1 < hd(F, M,O). 
Demonstration. (a) 2 (b). Soit T 1 a selection lineaire de M’ dans 
v’ ; notons P l’operateur defini sur V’ par P(f) = f - T(f,). 11 est 
clair que P(f) est dans MO; de plus P est une projection lineaire de V 
sur MO. D’autre part, on a l’egalite suivante: 
Ilf - Wll = II WM)ll < x IlfM II. 
En utilisant le Lemme 2.2 on trouve l’inegalite /If - P(f )I/ < hd( f, MO). 
(b) * (a). Remarquons que les espaces M’ et V’/M” sont 
canoniquement isometriques, et que l’application quotient de I” sur 
V//MO coincide avec l’application restriction f +fM . Comme l’espace 
MO est complement6 dans V’, l’application canonique de v’ sur 
V//MO admet un relevement lineaire To . On peut supposer que To 
opere sur M’ et que c’est une selection de MI dans V’. Soit T l’opera- 
teur defini sur M’ par T(f) = T,(f) - P(T,(f )). Nous avons les 
inegalites suivantes: 11 T(f )I1 < Xd( T,(f), MO) = X 11 T,(f )Mll < X 11 f I/ ; 
ceci acheve la demonstration. 
(c) o (d). La demonstration suit le mCme schema que prCcC- 
demment, en utilisant toutefois le resultat suivant: 
L’espace M# est canoniquement isometrique a l’espace V#/M,O ; 
de plus, l’application quotient de V# sur V#/M,O coincide avec 
l’application restriction F ---t F, . 
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(a) G (c). Cette equivalence est une consequence du Theo&me 
2.1 I que nous verrons plus loin. 
Soient 17 un espace de Banach et M l’espace engendre par un 
point x de I/; le couple (n/r, V) est admissible; par suite: 
COROLLAIRE 2.5. Soit H un hyperplan a( V’, V)-fermi’ dans V’; il 
existe une projection me’trique line’aire de V’ SW H. 
COROLLAIRE 2.6. Soit M un sous-espace fermi! de V; pour que le 
couple (M, V) soit X-admissible, il faut et il su$it qu’il existe un ope’rateur 
line’aire T de V dans M” de norme h et dont la restriction d M coiizcide 
avec l’identite’. 
Demonstration. S’il existe une projection lineaire P de V’ sur ICI0 
telle que I/ I - P I/ ,< A, la transposee I - P’ est de norme inferieure 
a h et verifie (I - P’)( I”‘) = Moo. Soit T la restriction de I - P’ & V, 
cet operateur coi’ncide avec l’identite sur M et sa norme est majoree 
par A. 
Inversement, si T est un tel operateur, T’ est un operateur de 
norme inferieure Q h de M” dans V’ ; par suite, T’j,, est une 
selection lineaire de norme h de M’ dans V’. 
Rappelons les deux resultats suivants demontres dans [3, 121. 
LEMME 2.7. Soient X un convexe d’un espace de Banach et T une 
application uniformement continue de X dans un espace me’trique (Y, d). 
Pour tout E > 0 il existe h < CC tel que, pour tous x, y de X ve’ri$ant 
II x - y II > c on ait d(T(x), KY)) < h II x - Y II . 
LEMME 2.8. Soit M un sous-espace fermt d’un espace de Banach 
V. Si on note R, et R, les applications canoniques de V# SW M# et de V’ 
sur M’, il existe deux projections line’aires de nor-me I, P, et PM de V’ 
SW V’ et de M# SW M’ telles que R, o P, = PM 0 R, . 
Le theeoreme suivant est une consequence des methodes de [12]. 
THBORBME 2.9. Soit M un sous-espace fermi’ d’un espace de Banach 
V; les assertions suivantes sont tquivalentes: 
(a) I1 existe une selection line’aire continue de M’ dans V’; 
(b) I1 existe une selection lipchitxienne de M’ dans V’; 
(c) I1 existe une selection unaformement continue de M’ dans V’; 
(d) II existe une selection positivement homogene et uniformkent 
continue de B(M’) dans V’. / 
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De’monstration. 11 est clair que l’on a (a) 3 (b) a (c) et (a) 3 (d). 
(c) > (a): Soit U une selection uniformement continue de M’ 
dans V’, on peut toujours supposer que l’on a U(0) = 0. On pose 
U,(x) = U( nx )I P n our n E N et x E M’. Pour tout point x de M’ la suite 
U,(x) est bornee dans V’ ; en effet, d’apres le Lemme 2.7, il existe 
h<cotelqueIjx-yyIj31impliqueIIU(x)--(y)lldX/Ix-yll; 
par suite, pour n assez grand 1) U,(x)// ,< ;\ j/ x )I . Soit GY un ultrafiltre 
non trivial sur N; les boules fermees B,(O, h I/ x 11) etant u(V’, V)- 
compactes, on pose T(x) = lim, U,(x); oti la limite est prise au sens 
de la topologie u(V’, V). Comme la norme sur V’ est faiblement 
semi-continue inferieurement, nous avons, pour tous x, y de M’ : 
et pour n assez grand : (1 U,(x) - U,(y)// < h (/ x - y (/ . Soit 
T# l’operateur lineaire de V’# dans M’# defini par T+(F)(x) = F( T(x)) 
pour tout F de V’ et x E M’. 11 est clair que 11 T” /I est inferieure a X. 
D’apres le Lemme 2.8, il existe une projection PM de M’+ sur MN ; 
l’operateur P, 0 T# restreint a V verifie les conditions du Corollaire 
2.6. 
(d) 3 (c). Soit U une selection uniformement continue et 
positivement homogene de B(M) dans V’. On peut prolonger U en 
une selection positivement homogene de M’ dans V’ en posant 
Ainsi definie, u’ est uniformement continue, on est done dans les 
conditions de (c). 
Le principe de “reflexivite locale” suivant est demontre dans 
[13, p. 3321. 
LEMME 2.10. Soit M un espace de Banach, Nun sowespace de M” 
de dimension jkie, et E > 0; il existe un ope’rateur injectif T, de N dam 
M vki$ant T(x) = x pour tout point x de N n M et 
THBOR~ME 2.11. Soit M un sous-espace fermi’ de V; les assertions 
suivantes sont e’quivalentes: 
(a) II existe une se’lection line’aire continue de M’ dans V’ ; 
(b) I1 existe une se’lection line’aire continue de M# dans V# ; 
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(c) IL existe une se’lection lipchitzienne de M# dans V# ; 
(d) II existe une se’lection unijormt9nent continue de M# dans V# ; 
(e) I1 existe une sklection positivement homog&e et uniforme’ment 
continue de B(M#) dans Vs. 
De’monstration. Les implications (b) =>- (c) a (d) et (b) 3 (e) sont 
Clementaires. De plus, en utilisant le fait que les boules fermees de 
l’espace Vc/‘” munies de la topologie de la convergence simple sur 
l’espace V sont compactes, et que la norme sur V# est semi-continue 
inferieurement par rapport a cette topologie; une methode analogue 
B celle du ThCoreme 2.9 prouve les implications (e) =- (d) => (c). 
(c) 2 (a). Soient P, la projection de V# sur V’ et T la selection 
lipchitzienne de IM# dans V#; l’application P,T lM’ est une selection 
lipchitzienne de M’ dans V’, et la conclusion est alors consequence du 
Theo&me 2.9. 
(a) * (b). D’apres le Corollaire 2.6 il existe un operateur 
lineaire continu T de V dans M” dont la restriction a M coi’ncide avec 
l’identid. L’operateur T” de M” # dans V# defini par T#(F)(x) = 
F(T(x)), pour tout F dans M”# et x dans V. Cette operateur est 
lineaire et de norme I( T 11 . I1 suffit de montrer l’existence d’une 
selection lineaire S de M# dans MN+, l’operateur T,S sera la selection 
lineaire recherchee de M# dans Vs. Soient N un sous-espace de 
dimension finie dans M” et E un nombre strictement positif; notons 
T,# l’operateur lineaire de M” dans N# defini par T,+(F)(x) = 
F( TN(x)) pour tout x de N et F de M#. 11 est clair que la norme de T,/ 
est inferieure a 1 + E. Soit X l’ensemble des sous-espaces de dimen- 
sion finie de M” ordonne par inclusion; pour tout N dans X posons tN 
l’application de M# dans lR”” definie par: 
Pour tout F dans M# la famille tN(F) est born&e dans RM” muni de la 
topologie produit; en effet, pour tout F dans M# et tout x dans M” on 
a l’inegalite suivante [ tN(F)(x)j < (1 + =E)[] F 11 1 x Ij . Soit Q un 
ultrafiltre sur % plus fin que le filtre des sections finissantes; pour 
tout F posons S(F) = 1 im, tN(F), ou la limite est prise au sens de la 
topologie de la convergence simple. L’application S est lineaire, et de 
plus, pour tout F dans M# l’application S’(F) est lipchitzienne de M” 
dans ~8; en effet pour tous x, y dans W et tout sous-espace N de 3’ 
contenant x et y on a: 
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Comme les sous-espaces N contenant x et y forment une section 
finissante de 3, cette inegalite passe a la limite; par consequent 
I W)(x) - S(f)(~)1 G (1 + ~1 IIF II II x - Y Il. 
Pour terminer il reste a verifier que l’operateur S ainsi defini est une 
selection de M# dans M”#; pour cela il suffit de remarquer que les 
sous-espaces N contenant un point x de M forment une section 
finissante de 37, et par construction, pour un tel sous-espace N on a 
TNvqX) = F(x); ce qui acheve la demonstration. Un raisonnement 
de compacite montre que la selection S peut etre prise de norme 1. 
COROLLAIRE 2.12. (a) Soit M un sous-espace fermi’ de V; s’il existe 
une projection uniformtment continue de V SW M, (c’est-a-dire une 
application idempotente de V sur M non ntcessairement line’aire) il 
existe 1 < h < 00 tel que le couple (M, V) soit h-admissible. 
(b) S’il existe une projection lipchitzienne de M” sur M, pour qu’il 
existe une projection lipchitxienne de V sur M, il faut et il su..t qu’il 
existe X < 00 tel que le couple (M, V) soit h-admissible. 
Demonstration. (a) S’il existe une projection uniformement con- 
tinue de V sur M; la methode utilisee dans la demonstration du 
ThCoreme 2.8 montre l’existence d’une application lipchitzienne T de 
V dans M” qui co’incide avec l’identid sur M. Soit T# l’ophateur 
lineaire de MN+ dans V# defini par T#(F)(x) = F(T(x)), pour tout F 
de M” et x de V; comme il existe une selection lineaire S de norme 1 
de Mg dans M”# (Theoreme 2.1 I), l’operateur T,#S est une selection 
lineaire de M# dans V#; on conclut d’apres le Theo&me 2.11. 
(b) La condition necessaire est une consequence de (a); inverse- 
ment, supposons qu’il existe une projection lipchitzienne de M” sur 
M et que le couple (M, V) est h-admissible; le Corollaire 2.6 permet 
de conclure a l’existence d’une projection lipchitzienne de V sur M. 
Remarques. 0 ‘g n 1 nore s’il existe toujours une projection lipchit- 
zienne de M” sur M. Toutefois, il est montre dans [12] que c’est le 
cas si M est l’espace des fonctions uniformement continues sur un 
espace metrisable. 
Si M est facteur direct dans un espace dual (ou ce qui revient au 
m&me dans M”), le couple (M, V) est h-admissible si, et seulement si, 
il existe une projection lineaire de V sur M. C’est en particulier le cas 
si M est un L-espace. 
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LEMME 2.13.l Soient U un espace de Banach et V = W’ un espace 
de Banach dual; s’il existe une famille f&ante croissante (E,,)ven de 
sous-espaces de U tel que U = v E, , avec des opkateurs T, de E, 
dans V, de norme inferieure d A, il existe un ope’rateur T de U dans V, de 
norme infe’rieure a A, tel quepour tout x dans E, le point T(x) est o( V, W)- 
adherent a la famille ( T,,,)(x)),,~~,, pour y’ 3 y. 
Demonstration. Soit P = JJz.vE B,(O, X Ij x 11) muni de la topolo- 
gie produite ou chacun des facteursY est muni de la topologie faible. 
Pour tout y E A, on note t, le point de P defini par ses coordonnees de 
la facon suivante: 
i T,(x) 
t&4 = 10 
si x~E,,, 
si x$E,. 
Soit %! un ultrafiltre sur A plus fin que le filtre des sections finissantes 
de A; a cause de la compacite des boules fermees de V, il est possible 
de definir T = lim% t, ; ou la limite est prise au sens de la topologie 
de P. Comme la famille (Ev)ven est filtrante croissante, T verifie les 
conditions suivantes: 
T(ax + fly) = aW-4 + P(Y), pour X, y dans UE, , 
II T(x)11 G h II x II pour x dans UE,, . 
Comme la reunion des espaces E, est totale, l’application T se prolonge 
en un operateur unique qui verifie naturellement les conditions du 
lemme. 
TH~ORBME 2.14. Soit M un sous-espace ferme d’un espace de 
Banach V; les assertions suivantes sont equivalentes: 
(a) Le couple (M, V) est X-admissible; 
(b) Pour tout sous-espace N de V de dimension jinie et pour tout 
E > 0, il existe un ope’rateur T, de N dans M, de norme inferieure a 
h $ E, et dont la restriction a N n M coincide avec l’identite’. 
(c) Pour tout sous-espace X de V tel que M C X C V avec 
dim X/M < 00, le couple (M, X) est X-admissible. 
Demonstration. (a) * (b). Soient Nun sous-espace de dimension 
finie de V; d’apres le Corollaire 2.6, il existe un operateur T de V 
dans 111” qui coi’ncide avec l’identid sur M. Notons R un operateur 
defini sur T(N), et a valeurs dans M, donne par le Lemme 2.10. 
Posons T, = R o TIN; cet operateur verifie les conditions de 
l’assertion (b). 
1 Le lemme est connu, il est donnC en guise de rtfkrence. 
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(b) 3 (a). Si l’espace V est de dimension finie la condition (b) 
montre l’existence d’une projection de norme inferieure a X + E de V 
sur M, et un argument simple de compacite montre qu’il existe une 
projection de norme inferieure a h de V sur M. Soit E > 0; si V est de 
dimension infinie, le Lemme 2.13 montre l’existence d’un operateur 
T de V dans M” qui coincide avec l’identite sur M. D’apres le 
corollaire 2.6 le couple (M, V) est (A + c)-admissible, ceci &ant 
realise pour tout E > 0, le couple (M, V) est h-admissible. 
(a) o (c). Cette equivalence repose, comme ce qui precede, sur 
le Corollaire 2.6 et sur le Lemme 2.13. 
Soit M un sous-espace ferme d’un espace de Banach V; on dira 
que M est un facteur direct local dans V s’il existe 01 >, 1 tel que pour 
tout sous-espace G de dimension finie dans V/M il existe un operateur 
lineaire R, de norme inferieure a 01 de G dans V tel que F o R, coin- 
cide avec l’identid sur G, oh 9 est l’application quotient de V sur 
V/M. 
COROLLAIRE 2.15. Si M est un facteur direct local duns V, il 
existe 1 < h < co tel que le couple (M, V) soit X-admissible. 
Le Theo&me 2.15 (c) montre que l’on peut prendre h = 01 + 1; 
ou o( est la valeur qui intervient dans la definition de facteur direct 
local. Le corollaire suivant n’a d’interet que si h < 2 puisque dans un 
espace de Banach il existe une projection de norme 2 sur un hyperplan 
ferme. 
COROLLAIRE 2.16. Soient V un espace de Banach et M un sous- 
espace fermi’ de V; les assertions suivantes sont equivalentes: 
(a) Pour tout sous-espace X de V contenant M et tel que dim 
(X/M) = 1 le couple (M, X) est X-admissible; 
(b) Pour toute collection finie de points (xi)TzI de M, toute collec- 
tion de boules fermees (BV(xi , ri))yzI d’intersection non vide et toute 
E > 0; les boules ferme’es (B,(xi , hri + E))?=~ ont une intersection non 
vide; 
(c) Pour toute collection jinie de points (xi)L1 de M, et toute 
collection de boules ouvertes (GY(xi , ri))yCI d’intersection non vide, les 
boules ouvertes (G&xi , hr,))TzI ont une intersection non vide. 
Demonstration. (b) est equivalent a (c), comme le montre une 
vkrification immediate. 
(a) Z- (b). Soit x un point de l’intersection ny=r B.(xi , r,); si 
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le point x est dans M, il n’y a rien a demontrer. Supposons done que 
le point x est dans v\M, et notons X = M + [wx. Soit N le sous- 
espace de X engendre par les points {{z} u (x&r}; pour tout E > 0, il 
existe un operateur T, de norme inferieure a X + E de N dans M 
don& par le Thtoreme 2.14, par suite le point TN(x) appartient a 
l’intersection fibi B,(xi , hri + c). 
(b) 3 (a). Soit X un sous-espace de V contenant M tel que 
dim(X/M) = 1 et supposons que l’injection canonique de M dans 
M” n’admet pas d’extension a X de norme inferieure a A. D’apres le 
Lemme 5.2 de [ 1 I], il est clair que 
z~MBw-(x, A /I x - 2 11) = m (oti z E X\M). 
Grace a la compacite faible des boules fermees de M, on peut 
conclure qu’il existe une collection finie (x&r de points de M tels que 
n:=, wxi , x II xi - x 11) = 0. D’apres le Lemme 2.10, il existe 
E > 0 tel que les boules fermees B&xi , h /I xi - x Ij + E) aient une 
intersection vide. Mais les boules Bx(xi , II xi - x 11) ont une inter- 
section non vide puisqu’elles contiennent toutes le point z; ii en est 
a fortiori de mCme pour les boules B,(xi , X (I xi - x 11). D’apres 
l’hypothese, pour tout E > 0, les boules (B,(xi , X II xi - x (I + l ))b1 
ont une intersection non vide; d’oh la contradiction. Le couple (M, X) 
est done h-admissible. 
Remarques. (a) S 1 i e sous-espace M est de dimension finie, soit 
dim M = p; nous pouvons nous limiter dans le corollaire precedent 
a prendre n = p + 1 et E = 0, comme le montre une utilisation du 
theoreme de Helly et un argument de compacite. 
(b) Le corollaire precedent et la remarque (a) permettent de 
retrouver le resultat suivant de Comfort et Gordon [2]: 
Soit V un espace de Banach de dimension superieure a 3; pour que 
l’espace V soit un espace de Hilbert, il faut et il suffit, que pour toute 
collection de trois boules fermees (BV(xi , ri))i=r d’intersection non 
vide on ait [nf=r B.(xi , ri)] n lin(x, , x2 , xs) # 0. 
III. EXTENSION D'OPBRATEURS COMPACTS 
ET COUPLES X-ADMISSIBLES 
Le resultat suivant constitue une “localisation” du Theo&me 2.1 
de [I 11, sa demonstration repose sur le Lemme 2.13. 
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TH~OR~ME 3.1. Soient V un espace de Banach et M un sowespace 
de V, les assertions suivantes sont e’quivalentes: 
(a) Le couple (M, V) est X-admissible; 
(b) Pour tout espace de Banach dual U’, tout ope’rateur continue 
S de M duns U’ admet un prolongement S de V duns U’ tel que 
II s II G h II s II * 
(c) Pour tout espace de Banach Y, tout operateur jaiblement 
compact (resp. compact) S de M duns Y admet un prolongement s” 
faiblement compact (resp. compact) de V duns Y verifiant 11 S /I < h 11 S 11 . 
(d) Pour tout espace de dimension jinie Y, tout opkrateur S de M 
duns Y admet unprolongement S de V duns Yet verij?ant 11 S 1) < X II S 11. 
Demonstration. (a) 3 (b) Pour tout espace de Banach U, la 
transposee de l’injection canonique de U dans U” s’identifie a une 
projection de norme 1 de u” sur U’. Soit S un operateur de M dans 
U’ ; l’operateur S” est defini sur M” a valeurs dans U”‘. Soient P la 
projection canonique de u” sur U’ et T l’operateur don& par le 
Corollaire 2.6; l’operateur S = P o S” o T verifie les conditions de 
(b). 
(b) 3 (a) En utilisant le Corollaire 2.6 la demonstration est 
immkdiate. 
(a) > (c). Supposons l’operateur S faiblement compact; l’opha- 
teur S” verifie S”(W) C Y. Par suite, l’operateur S = ST prolonge 
l’operateur S a V tout entier et verifie ]] S ]] < X ]] S ]] ; de plus, 
comme l’ensemble des operateurs faiblement compacts forme un 
“ideal”, l’operateur S est lui-m&me faiblement compact. Le cas des 
operateurs compacts se traite de la m&me facon. 
(d) 3 (a). Soient Y un espace de dimension finie et S un 
opkrateur faiblement continu de Y dans M’. 11 existe done un opera- 
teur R de M dans Y’ tel que R’ = S. Soit a un prolongement de R 
defini dans V et a valeurs dans Y’ verifiant ]] a ]] < h ]] R ]] ; notons 
S l’operateur transpose de l? defini sur Y” = Y et 8 valeurs dans V’. 
II est clair que l’on a ]] S ]] < h ]] S (] . D’autre part, il est immediat 
que S est un rekvement de S (i.e., v o S = S oh cp designe la sur- 
jection canonique de V’ sur M’). Soit maintenant B un sous-espace 
de dimension finie de M’ ; d’apres ce qui precede. l’injection canonique 
de B dans M’ admet un relevement TB de B dans V’ avec ]] Te 11 < A. 
Si M’ est de dimension finie il n’y a rien a demontrer; supposons que 
l’espace M’ est de dimension infinie, designons par % l’ensemble 
filtrant croissant des sow-espaces de M’ de dimension finie ordonnk 
58011 I/4-5 
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par inclusion. D’apres le Lemme 2.13, il existe un operateur T de n/r 
dans I/’ de norme inferieure ou &gale a A, et tel que T(f) est faible- 
ment adherent a la famille (TB(fB))Bts ; l’operateur T de M’ dans Y’ 
est done une selection, et le couple (&I, V) est h-admissible. 
Remarque. Le theoreme reste vrai si, dans (c), on suppose unique- 
ment que S verifie jl S (1 < X Ij S (1 , et en Climinant la condition S 
faiblement compact (resp. compact). 
COROLLAIRE 3.2. Soit M un sous-espace d’un espace de Banach V; 
il existe h < CO tel que le couple (M, V) soit X-admissible si, et seulement 
si, pour tout espace de Banach E, tout opbateur compact de M dans E se 
prolonge en un ope’rateur compact de V dans E. 
Dkmonstration. Soient (E&* la famille des sous-espaces de 
dimension finies de I”(N), et E la somme directe hilbertienne 
E = &E,. L’application restriction de l’espace des operateurs 
compacts de V dans E dans l’espace des operateurs compacts de M 
dans E etant une surjection, il existe d’apres le theoreme du graphe 
ferme X < 00, tel que tout operateur compact S de M dans E se 
prolonge un operateur compact s” de V dans E qui verifie 
Ij 5; (I < X I/ S 11 . Soit Y un espace de dimension finie, et S un opera- 
teur de M dans Y; il existe 01 dans A tel que Y soit isometrique a E, , 
par suite on peut considerer S comme un operateur compact de M 
dans E. L’hypothese montre que S admet un prolongement compact 
S de V dans E qui verifie /I S (( < XI/ S II ; si P, est la projection 
canonique de E sur E, , l’opirateur P, 0 8 est une extension de S qui 
verifie lIPNo 511 < hjl SII. L a conclusion est une consequence du 
ThCoreme 3.1(d). La condition necessaire est consequence du 
theoreme precedent. 
Rappelons qu’un espace de Banach M est un gA-espace si pour tout 
espace de Banach V contenant M il existe une projection de V sur M 
dont la norme est major&e par A. Les 9r-espaces ont CtC caracdrises par 
Kelley; en effet, M est un 91-espace si, et seulement si, il existe un 
espace compact stonien X tel que M soit isometrique A l’espace 
C(X) [4, p. 951. 
COROLLAIRE 3.3. Soit M un espace de Banach; les assertions 
suivantes sont e’quivalentes: 
(a) Le couple (M, V) est h-admissible pour tout espace de Banach 
V contenant l’espace M; 
(b) Soit V, l’espace des fonctions numkriques dt;Jinies et continues 
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SW B(M’) munie de la topologie (T(M), M); le couple (M, V,) est 
X-admissible; 
(c) L’espace M” est un .GP$espace. 
Demonstration. (a) 3 (b). 11 n’y a rien a demontrer. 
(b) 3 (c). L’espace V,, est un p&dual de L-espace; par suite, 
l’espace Vi est un yr-espace [S]. Comme il existe une projection de 
norme inferieure a X de Vl sur M”, ce dernier est un gA-espace. 
(c) * (a). Soient V un espace de Banach contenant l’espace M, 
Y un espace de dimension finie, et T un operateur de M dans Y; 
d’apres le theoreme 2.1 de [ll] il existe un prolongement T, de 
T a V, verifiant I] T, 11 < X 1) T 11 . D’apres le Theoreme 3.1 le couple 
(M, V) est h-admissible. 
Si l’on pose X = 1 dans le corollaire precedent, nous obtenons une 
caracterisation des preduaux de L-espaces. Ce resultat constitue une 
reciproque et une demonstration simplifiee du ThCoreme 7.3 de [II]. 
Le Corollaire 2.6 et la remarque precedente permettent de montrer: 
PROPOSITION 3.4. Soient V un pre’dual de L-espace et M un sous- 
espace ferme’ de V; pour que le couple (M, V) soit admissible, il faut et il 
su#it que l’espace M soit un pre’dual de L-espace. 
Si V et W sont deux espaces de Banach isomorphes on pose 
d(V, IV) = inf(l] T 11 /I T-l I] ; T isomorphisme de V sur IV). Pour 
tout 1 < p < cc (resp., p = CO), on note lnp l’espace W muni de la 
norme ]I(x~)~[ = [C / xi lp]llp (resp., II(xJI] = sup(I xi I; i = I,..., n)). 
Un espace de Banach V est dit un ZP-espace s’il existe 1 < X < 00 
tel que, pour tout sous-espace E C V de dimension finie, il existe un 
sous-espace F de dimension finie contenant E et tel que d(F, 1,“) < A. 
Pour les proprietes des Tp-espaces le lecteur peut se reporter a [13]. 
En utilisant le fait que M est un $P,-espace si, et seulement si, M” 
est un PA-espace, on peut Ctablir un resultat analogue a la proposition 
3.4 concernant les dp,-espaces, ainsi que le resultat suivant qui est une 
consequence du Corollaire 2.12. 
COROLLAIRE 3.5. Soient V un $4,-espace et M un sous-espace 
ferme; s’il existe une projection uniforme’ment continue de V SW M, 
l’espace M est un $p,I-espace, avec p’ = p si p = 1 ou p = GO, et 
p’=poubienp’=2sil<p<co. 
COROLLAIRE 3.6. Un espace de Banach V = w’ est un &-espace 
(resp. L-espace) si, et seulement si, il existe une application afine k -+ t+ 
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de K = B(V) darts l’espace M(K) des mesures sur K telle que pour tout 
point k de K on ait II,; 1 u, = k et II t+ II < X < 00 (resp. II pk It < 1). 
Ce corollaire est une consequence du ThCoreme 3.2; et pour 
h = 1, ce corollaire Ctablit une conjecture de [6] oh nous avions aussi 
discute l’unicid d’une telle selection. 
Le Theo&me 3 de [14] et le Lemme 3.1 permettent d’etablir le 
resultat suivant dont une version isometrique est demontree par 
Kakutani dans [9] et une premiere version isomorphique est donnee 
dans [14]. 
TH~OR&ME 3.7. Soit V un espace de Banach; les assertions suivantes 
sont equivalentes: 
(a) L’espace V est isomorphe a un espace de Hilbert reel; 
(b) Pour tout sous-espace fermi’ M de V il existe h, < co tel que le 
couple (M, V) soit hM-admissible;2 
(c) Tout sous-espace u( V’, V)-f erme’ de V’ est facteur direct dans 
V’ (la projection considere’e n’e’tant pas a priori a( V’, V)-continue). 
Remarque. Si le couple (M, V) est h-admissible, tout operateur 
faiblement compact (resp. compact) T de M dans lui-mCme admet 
une extension p de mCme type de V dans M et verifiant 
II Tll < AlI T/I - N ous ignorons si cette propriete caracterise les 
couples A-admissibles. Cependant, s’il existe une famille filtrante 
croissante de sous-espaces de dimensions finies dans M tel que 
M = tJne.s, Ma > et si pour tout 01 E A, il existe une projection P, de V 
sur M, de norme inferieure a h < CO, le couple (M, V) est X-admissible 
comme le montre une application du Theoreme 2.14. 
PROPOSITION 3.8. (a) Soit K un convexe compact contenant 
l’origine, et muni d’une selection lintaire k + pLk a valeurs dans M+(K) 
(le cBne des mesures positives sur K) telle que 11 t+ I/ < h < CO pour tout 
k de K. Alors l’espace E = lin(K) peut-t%re muni d’une norme e’qui- 
valente & la jauge de c(K u -K) pour laquelle E est un L-espace. 
(b) Si deplus k + I/ p, // est s.c.i., l’espace E peut-&re muni d’une 
norme de L-espace dual e’quivalente a la jauge de c(K u -K). 
Demonstration. (a) Si Jk designe la jauge de K, il est clair que 
nous avons pour tout point k de K JK(k) < 1) pk Ij < hJ,(k). Soit C 
le cone engendre par K, ce cone est saillant. En effet, il suffit de 
remarquer que 0 est extremal dans K; sinon, il existe k, et k, tels que 
a C’est le cas s’il existe une projection uniformbment continue (non n&xssairement 
h&ire) de V sur M. 
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0 = & [k, + k,], par consequent ,u~, = ---pUk2 ce qui contredit le fait 
que les mesures pk sont positives. L’apphcation k + pk peut-&tre 
prolong&e naturellement a C tout entier et l’application k + I/ & 11 
est lineaire et positive sur ce cone. Comme nous avons 
le cone C est o(C, A,(K))- complet d’aprb [17]. L’application k -+ pk 
definie sur C peut-&tre consider&e comme une selection a valeurs 
dans le cone des mesures coniques sur C; par consequent C est un 
cone reticule [16]. D Csi g nons par F = {K E C; [I pli 11 = l} et par 
K0 = c(F u -F); le convexe F est une base (non compacte) de C et 
K,, engendre E. De plus K,, C c(K u --K) C AK,, , par suite la norme 
-k est Cquivalente a la norme jauge de c(K u --K). Par construction 
F+ est une face maximale de I& , ainsi, d’apres [18] l’espace E muni de 
JKO est un L-espace. 
(b) siK+IIhdI t es s.c.i., l’ensemble (k E K; 11 & I/ < l> = K,,+ 
est un chapeau compact de C et E est le dual de l’espace simplicial 
A,(&+) muni de l’ordre et de la norme naturels. 
Pour la definition et les proprietes des espaces simpliciaux le 
lecteur peut se reporter a [5] 
COROLLAIRE 3.9. Soient V un espace simplicial et P we projection 
positive de V SW un sous-espace M; l’espace M est isomorphe d un espace 
simplicial. 
De’monstration. Pour montrer que le cone positif M’f de M’ est 
reticule il suffit de verifier que l’espace M possede la propriete d’inter- 
pollation de Riesz. Soient (x, y) ,< (z, t) un tel quadruplet dans M; il 
existe s dans V tel que (x, y) < s < (z, t), comme P est positive, on 
a (x, y) < P(s) < (z, t). D’autre part, l’application P’ transposee de 
P est un optrateur positif, par consequent a tout point k de B(M’+) 
(partie positive de B(W)) on peut associer le point P’(k) dans V’+ et 
a ce dernier une mesure positive tLp’(k) qui le represente et qui est 
concentree sur B(V’+), de facon que l’application P’(k) + LL~‘(~) soit 
lineaire. L’application k --% II Pi’ 11 est lineaire et s.c.i. sur le cone 
n/rl+, par suite, K ,,+ = {k E M’+ ; s(k) < l} est un chapeau compact 
de M’+. Comme l’espace A4 est positivement engendre, les inclusions 
K,+ c B(M’+) c 11 P II I&+ impliquent que la norme de M’ est 
Cquivalente a la norme jauge de K,, = c(K,+ u -I&+), et pour cette 
derniere norme AT est unL-espace dual, comme le montre la demon- 
stration du resultat precedent. L’espace M muni de la norme de la 
convergence uniforme sur K,+ est un espace simplicial. 
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Notons en rapport avec ce resultat que Stegall [20] a montre q’un 
Zr-espace dual d’un espace de Banach separable est isomorphe a un 
L-espace dual; mais on ignore si tout dP,-espace separable est iso- 
morphe a un p&dual de L-espace. 
Remarquons pour terminer qu’il existe un convexe compact K qui 
engendre le cone M,.([O, I]), tel que c(K u -K) definisse une norme 
equivalente a la norme habituelle de l’espace des mesures sur [0, l] 
mais tel qu’il n’existe pas de selection lineaire K + pr; de K dans 
M+(K) verifiant les conditions de la proposition 3.X(a). 
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